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Herrn Professor Dr. E. Justt zum 60. Geburtstag gewidmet

A new method for the solution of the Borrzmaxx transport equation in the presence of an ex-
ternal magnetic field is proposed. Applying this procedure to the conduction electrons in a solid
a general expression for the conductivity tensor is derived. which can be simplified by using the
symmetry properties of the crystal. Conductivity tensor and magnetoresistance are given for the
case of cubic solids and are compared with experiments on tungsten. Our results disagree with the
theoretical expressions given by Garcia—Moriner. The method does not rest upon a power series
expansion in the magnetic field and is therefore applicable to the intermediate field region.

Exakte Losungen der Borrzman~schen Fundamen-
talgleichung fiir die durch dullere Felder gestorte
Verteilung der Ladungstrager in einem Festkorper
sind nicht bekannt. Besondere Schwierigkeiten er-
geben sich bei Anwesenheit eines Magnetfeldes.
Viele Autoren haben Niaherungslosungen angege-
ben. die unter gewissen einschrinkenden Bedingun-
gen die vorliegenden physikalischen Prozesse richtig
beschreiben.

Ersetzt man etwa das Stofintegral in der Bovrrz-
MaNN-Gleichung durch eine Relaxationszeit 7, so
kann man unter der weiteren Annahme, dal} 7 nur
eine Funktion der Energie der Teilchen ist, eine
exakte Losung finden. Hat 7 nicht diese einfache
Form, so kann man nach Jones und Zener! mit
Hilfe einer Entwicklung nach steigenden Potenzen
des Magnetfeldes H die Borrrzmann-Gleichung ite-
rativ losen. Die Annahme kleiner Felder, also die
Entwickelbarkeit der Verteilungsfunktion nach stei-
genden Potenzen von H ermoglicht auch die Be-
handlung der allgemeineren Gleichung, in der das
Stoflintegral nicht durch eine Relaxationszeit ange-
néhert werden kann 2.

Bei fehlendem Magnetfeld kann man die aus der
Bovrrzmann-Gleichung zu bestimmenden Transport-
groflen bekanntlich mit Hilfe des Konvrerschen Va-
riationsprinzips > berechnen. Dieses Verfahren ist
auch auf den Fall des vorhandenen dufleren Magnet-
feldes ausgedehnt worden*, wobei jedoch gewisse

1 H. Joxes u. C.Zexer, Proc. Roy. Soc.. Lond. A 145, 268
[1934].

2 P. L. Tavror, Proc. Roy. Soc., Lond. A 275, 200 [1963]. —
B. Focarassy, phys. stat. sol. 3, 1646 [1963].

3 M. Konrer, Z. Phys. 124, 772 [1948] ; 125, 679 [1949].

Schwierigkeiten auftreten. die hier nicht niher dis-
kutiert werden sollen.

Schlieflich hat LancBeEIN® ein von Miintz fiir In-
tegralgleichungen angegebenes Naherungsverfahren
auf die Integrodifferentialgleichung fiir die Vertei-
lungsfunktion iibertragen.

Hier soll nun eine Losungsmethode der statisti-
schen Fundamentalgleichung mit duflerem Magnet-
feld beschrieben werden. die auf einfache Weise eine
korrekte Berechnung etwa des Leitfahigkeitstensors
gestattet und als konstruktives Verfahren zur Lo-
sung von Integralgleichungen von Exskoc ¢ entwik-
kelt wurde.

Zunichst soll dieses Verfahren skizziert werden:
Gegeben sei die lineare Integralgleichung

b
H@)=k(s) p(s) = [K(s.0) () dt=f(s). (1)

deren Kern K (s, ¢) nichtsymmetrisch sein darf. Zur
Lésung von (1) bilde man aus einem vollstdndigen
System linear unabhingiger Funktionen {h;(s)}
Linearkombinationen

tai hi(s)e (2)

Ua =

1=

1
die gemal

[T (ua) T(ug) ds=0ups (2. f=1,2,....)  (3)

orthonormiert sind. wobei T der zu / transportierte
Operator ist. Die durch 7 (1) = va definierten Funk-

4 F. Garcia-Morixer, Proc. Roy. Soc., Lond. A 249, 73
[1957]. — M. Tsuir, J. Phys. Soc., Japan 13, 979 [1958].
— H. Bross, Z. Naturforschg. 14a, 560 [1959]. — G. Tav-
BEr, J. Franklin Inst. 268, 175 [1959].

5 D. LancBey, Z. Phys. 162, 542 [1961] ; 167, 83 [1962].

5 D. Exskoc, Math. Z. 23/24, 670 [1925/26].
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tionen bilden ein Orthonormalsystem. Unter Benut-
zung der Identitat

[wl(p) ds= [7T () ds (4)

fiir beliebige 1 und y findet man die Fourier-Koef-
fizienten a. beziiglich der Basis {va} :

an= [ ¢(s) vals) ds= [uals) f(s) ds.  (5)

und die Losung von (1) ist

B = S aavals) = X a@Tw).  (6)
a=1 a=1

Fiir eine ausfiihrliche Diskussion der Voraussetzun-
gen und vor allem fiir den Nachweis der Konvergenz
von (6) gegen eine Losung von (1) sei auf die Ar-
beit von Enskoc verwiesen.

Dieses Verfahren soll im nachsten Abschnitt auf
die Bortzmann-Gleichung, also eine Integrodiffe-
rentialgleichung iibertragen und erweitert werden.
Mit Hilfe der so gefundenen Verteilungsfunktion
wird als Beispiel der Leitfahigkeitstensor in Abhéan-
gigkeit vom Magnetfeld berechnet und auf den Fall
kubischer Kristalle spezialisiert; wir bemerken je-
doch, daB die hier verwendete Methode nicht auf
Leitungsvorginge in Festkorpern beschrénkt ist, son-
dern auch auf Transportphénomene in Systemen an-
wendbar ist, die durch ahnliche Gleichungen beschrie-

ben werden.

Fiir den Leitfahigkeitstensor wird ein solcher
Ausdruck gebildet. der das Oxsacer-Prinzip erfillt
und damit thermodynamisch konsistent ist.

Zur Auswertung dieser Naherungsformel werden
gruppentheoretische Methoden verwendet, die die
im physikalischen System vorhandenen Symmetrien
auszuschopfen gestatten.

Auf diese Weise gelingt es, in den Tensorkompo-
nenten der Leitfahigkeit die Magnetfeldabhangigkeit
so abzuspalten, dali alle Informationen tber die
Form der Energieflichen und die Wechselwirkung
der Ladungstridger in magnetfeldunabhiangigen Ko-
effizienten enthalten sind. Wir erhalten fiir die Kom-
ponenten des Leitfdhigkeitstensors eine Verallgemei-
nerung der fiir kleine Felder hergeleiteten Formel
von KouLer 7 und Skrrz 8. Die von uns gefundenen
Ergebnisse enthalten keine einschrankenden Voraus-
setzungen iber die Grofle des Magnetfeldes.

7 M. Konrer, Ann. Phys., Lpz. 20, 878, 891 [1934].
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I. Herleitung eines formalen Ausdrucks
fiir den Leitfahigkeitstensor

Die kinetische Fundamentalgleichung fiir die Ver-
teilungsfunktion der Elektronen in einem isothermen
Festkorper lautet bei Anwesenheit eines &dulleren
Magnetfeldes
o7 (F-grad, E) S0

ekT

= grad; E x H) - grad, @ Sh (7)

E
= / Vik,K){D(k)—Dk)}d.
Hierin ist @ der durch den irreversiblen Charakter

des Transportvorganges bedingte Zusatz zur Ver-
teilungsfunktion f, des Gleichgewichts:

jl) = fo— B(ke) . (8)

Ferner bedeutet F das elektrische und H das magne-
tische Feld, V' (k, k') ist eine Funktion, die die
Wechselwirkung der Elektronen untereinander und
mit dem Gitter beschreibt; dr ist das Volumen-
element des k-Raumes.

Mit den Abkiirzungen

m— ckT

3fo ¢,
hie 3 (grad, E < H).

X = EET 5f£ (F-grad,, E) = i X, Fr,

L(P(K)= [V (k K) {D(k) - D(K)}d" (9)

lautet die Integro-Differentialgleichung (7):
J(P)=L(D) +M(D) =X, (10)

wobei M =m -grad; der Magnetfeldoperator ist.
Fir den zu / transponierten Operator T gilt

T(y) = [V K) Ly (k) —p (k) } d’
—div (my (k) =L(y) ~M(y). (11)

Mit Hilfe dieser Definition leitet man eine zu (4)
analoge Relation her:

fu(k) Jw(k))dr= /v(k) Tu(k))dt. (12)
Dazu benétigt man divm =0 und

/ diviy(wvm) dv= fuv(m'dS) =0
Damit kénnen wir das in der Einleitung angegebene

Verfahren von Exskoc formal ungedndert auf die
Integrodifferentialgleichung (10) tbertragen, wobei

8 F. Serrz, Phys. Rev. 79, 372 [1950].
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die Operatoren J und T aus (10) und (11) sowie
die Inhomogenitat X aus (9) zu entnehmen sind.
Also erhidlt man eine Losung von (10) gemal

(p(k) = Zaal}a(k):zaaT(ua)s (13)
a=1 a=1
worin die Entwicklungskoeffizienten durch
e fua(k) X(k) dr (14)

definiert sind.

Die im Ansatz (2) auftretenden Koeffizienten
werden nun mit Hilfe der Orthogonalisierungsvor-

schrift (3) bestimmt:
a I3
Oap = Z Z tai tgi cit (15)
=1 =1
wo cy=ly—ay+by (16)
L= [ L(k) L(h) dr.
aj = f {L(hi) M (hy) + L(h;) M(hi)}dT, (17)

bu= [ M(h) M (k) dr.

Nun ist es moglich, die Komponenten des Leitfdhig-
keitstensors zu berechnen. Zunichst folgt fir @ aus

(13) und (2)

D=3 N autaT (k). (18)
a=1 1=1
wobei fiir a. wegen (14) und (2)
Qg = Z tal /;Xh[ dT (19)
i=1

gilt oder mit der Definition (9) fir X,:

3
Ao = Z ZJ tal F
r=1 1I=1

’fX,.h/dT—:‘ itazX,-/F", (20)
=1

Xi= /X,h,dt. (21)
Damit erhalten wir aus (18) und (20) fir die Ver-
teilungsfunktion
3 o a
D (k) = Z{ Z zZ ai ta Xrt T (hi) F©'. (22)
= = i

Den Tensor der elektrischen Leitfahigkeit erhilt man
aus dem Ausdruck fir die elektrische Stromdichte
und dem Onwmschen Gesetz:

s e
Js= — 43

Nach Gl. (22) ist die Verteilungsfunktion proportio-

3
“fo D (k) dr= N o, F".

=1

(23)
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nal zum elektrischen Feld: @ also

3
= l (b,["r,
r=1

o (H) = = % [vé :fﬂ @, (H) dr,

(24)
wobei @,"(H) die Losung der BoLrzmany-Gleichung
JO (H=(L+M) O, (H) = (25)

ist. Ersetzt man hierin H durch — H, so entsteht
(L-M) D, (—H) = (26)

Andererseits lautet die zu (25) transponierte Glei-
chung

T®, H=(L-M)D (H) =X,. (27)

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt

(pr+(_H) :(I)r—(H) (I)7+(H) :(])r_(_H)-
(28)

(24), so entsteht fir den

oder

Verwendet man dies in Gl.
Leitfahigkeitstensor

Usr(H) = e [

83 |,
v, o & (—H)dr|
oFE

+ | |-
Nach Konrer ? konnen wir das zweite Integral in
folgender Weise umformen:

o0

i ; @, (H) dr

(—H) dr

= h
ekT .

h = =
o [P P (~H) de,

O, (-H)T[Ds (H)]de

wobei die Identitat (12) verwendet wurde. Nun ist
aber nach Gl. (28) @, (H)=®,"(H) und mit
(25) schlieflich

-5 /‘vs(l),'(~H) dr=
4 7o

— [ e (—H) de =0 (- H).

Damit erhalten wir — lediglich unter Ausnutzung
einer Eigenschaft der Borrzmaxx-Gleichung —

Usr(H) = % (Usr(.H) +Ors( ’“H)) . (29)

Diese Form erfiillt das Onsacer-Prinzip ganz offen-
sichtlich. Fiir jeden exakten Leitfdhigkeitstensor ist
(29) wegen der Giiltigkeit des OxsacEr-Prinzips

9 M. Konrer, Ann. Phys., Lpz. 40, 601 [1941].
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eine identische Umschreibung. Es 13t sich ndmlich
beweisen, daB schon (24) die Onsacer-Relationen
oy, (H) =0,,( —H) erfillt, wenn die Verteilungs-
funktion (22) gegen die wahre Losung der Bovrrz-
MANN-Gleichung konvergiert. (Der Beweis verlauft
analog dem von Konier ? gegebenen.) Wegen (28)
143t sich ein exakter Ausdruck fiir den Leitfahigkeits-
tensor ebenso durch die Losung der transponierten
Gl. (27), in der man H durch — H ersetzt, hin-
schreiben, der natiirlich ebenfalls das ONsaGEr-
Prinzip erfillt.

Da man sich bei praktischen Rechnungen immer
auf eine endliche Anzahl von Naherungsschritten
beschrinken muB, bilden wir ausgehend von der
Umschreibung (29) Linearkombinationen der bei-
den Niherungsfolgen, wodurch die Erfiillung des
On~sacer-Prinzips gewdahrleistet wird. Mit den Ab-
kiirzungen

To= [o, B {Lth) -Mh)} ar = Li— My,

-’si= Lsi ‘I'Msi (30)

1aBt sich fir den Leitfahigkeitstensor in N-ter Na-
herung

o == 3 N {ta(H) ta(H) XnTs
’ iT=1

a=1 i,
+lai( ""H) tal( —H) Xsl]ri}

schreiben. Dieser zunichst noch recht umstandliche
Ausdruck 1aBt sich erheblich vereinfachen, da sich
die Koeffizienten tai , die aus dem Gleichungssystem
(15) zu berechnen sind, eliminieren lassen. Um
eine bequeme Matrix-Schreibweise einfithren zu kon-
nen, erweitern wir die Zahl der Entwicklungskoeffi-
zienten tai, die bisher nur fiir i < o definiert sind,
durch Hinzufiigen von Nullen, namlich #i=0 fiir
t>a . Dann konnen wir auch die Summationsindizes
i und [ bis N laufen lassen.
Die Orthogonalisierungsvorschrift (15)

(31)

N
dap= > tai(H) cu(H) tu(H)

iT=1
lautet in Matrixform
I-TCT,
worin T die zu T transponierte Matrix und 7 die

Einheitsmatrix ist. Hieraus findet man mit ¢ =TT
oder

N
(cTH(H))u= Z toi (H) ta (H)
a=1
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gerade die in (31) benotigte Summe der Entwick-
lungskoeffizienten tai tr iber a, von der die uibrigen
Koeffizienten nicht betroffen sind. Durch Einsetzen
in (31) erhalten wir schlieBllich fiir den genéherten
Leitfahigkeitstensor

N)y _ _ ¢

N
Osr 8 45 Z {(C—I(H))il X, T

i, 1=1
+( Y (-H)aXal),

(32)

den man auch in eine bequeme Determinantenform
umschreiben kann. Ersetzt man in (32) die Elemente
der inversen Matrix (c™1);=4y/DVN) [d;=4;,
der zum Element ¢; der Matrix ¢ gehorige Kofak-
tor; DY) die Determinante der (N x N)-Matrix c],
die wegen der Symmetrie von ¢ ebenfalls symme-
trisch sind, dann ist

e Au (H)
s 2 AT o X+
_ e [DP(X,,Ts)
T 8ad | DV (H)
Dabei ist D) (X,, T,) die (N +1)-reihige Determi-
nante, die man aus D™ erhilt, indem man mit der
Spalte T; und der Zeile X,; randert und das letzte
Element unten rechts Null setzt; z. B. ist fir N =3:

N) _
Ggr)__

, da(—H)
o Yl
DY (X, 1) |

DWN) (—H) | ° (33)

Ley cp ¢y Ta
c c c. Tso
DY (X, T)=| &= = &
Ci3 C23 C33 s3
Xr1 Xr2 Xrs 0

II. Ausnutzung der Kristallsymmetrien
am Beispiel des kubischen Gitters

Die explizite Auswertung der Formel (32) oder
(33) fiir den Leitfahigkeitstensor 1afit sich mit Hilfe
gruppentheoretischer Uberlegungen auBerordentlich
vereinfachen.

Als Ausgangspunkt dient der aus der Gruppen-
theorie bekannte Satz, daB zu dem Raumintegral
iber eine beliebige Funktion v nur derjenige An-
teil v, beitragt, der zur identischen Darstellung der
betrachteten Symmetriegruppe gehort. In fast allen
praktisch auftretenden Fallen ist der Integrand als
Produkt verschiedener Funktionen gegeben, die sich
in ihrem Transformationsverhalten gegeniiber Ope-
rationen innerhalb der Symmetriegruppe unterschei-
den. Auch in solchen Fillen lassen sich ganz allge-
meine Kriterien angeben, wann gewisse Integrale
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verschwinden oder nicht !%. Die Orthogonalititsrela-
tionen

fy,'i('“)' Q)](v) dfz(sij 6;1:- N (34‘)
worin ;) Basisfunktion zur i-ten Zeile der u-ten
Darstellung (entsprechendes fiir @;")) ist, stellen
besonders einfache Fille der eben angedeuteten
»Auswahlregeln® dar.

Im folgenden beschrianken wir uns auf kubische
Kristalle, bemerken aber, daB sich alle Uberlegun-
gen in analoger Weise auf Kristalle anderer Symme-
trie iibertragen lassen.

Die Energie E (k) und damit jede Funktion von E
ist eine Invariante gegeniiber den Decktransforma-
tionen der kubischen Gruppe. Die Komponenten der
Geschwindigkeit v =k~ !-grad, £ (K), bezogen auf
das Hauptachsensystem des kubischen Kristalls, ge-
horen zu den 3 Zeilen der Vektordarstellung. Nun
soll das System der Entwicklungsfunktionen {A;},
von dem bisher nur Vollstandigkeit verlangt war.
gewihlt werden: Fir alle j soll das Funktionstripel
{h,D, hy'D, hyD} eine Familie von Basisfunktionen
zur irreduziblen Vektordarstellung bilden. Damit
sind die Entwicklungsfunktionen beziiglich ihrer
Symmetrie bestmoglich an das vorliegende Problem
angepalit. Es sei noch etwas zu der gerade benutzten
Bezeichnungsweise gesagt. In der urspriinglichen, kiir-
zeren Schreibweise sollen nacheinander {A;, k. h3}.
{hy.hs. hg}, {h;. hg, hy}, ... die je 3 zusammen-
gehorigen Basisfunktionen der Vektordarstellung
sein, was in der neuen Schreibweise {h;"), bV, hyV'},
{r®, hs®, hy@}, {A®, hy®, b3}, ... bedeutet,
wobei immer hy'?) zur s-ten Zeile der Vektordarstel-
lung gehort 1.

Benutzt man diese Wahl des Systems der Ent-
wicklungsfunktionen, dann sind wegen (34) nur
diejenigen Koeffizienten X,;==0, in denen h; zur
r-ten Zeile der Vektordarstellung gehort.

Die gleiche Schlulweise 1af3t sich auf das erste
Integral in (30) anwenden. Wie im Anhang A be-
wiesen wird, gehort mit A,/ auch L(h,?) zur t-ten
Zeile der Vektordarstellung. Also ist

1, :f vsfagL(hg”) de=L; 0, (35)

10 Siehe z. B.: M. Hamermesu, Group Theory, Addison-Wes-
ley Publ. Comp., London 1962, S. 166 fi.
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und L,; ist nur fiir diejenigen Funktionen h; von
Null verschieden, die zur s-ten Zeile der Vektordar-
stellung gehoren. Analog behandelt man den in (17)
definierten Anteil [; in der Matrix ¢;;, der in der
ausfiihrlichen Schreibweise

i = [ L) L) de

lautet. Hier gehort L(hg7) zur s-ten und L(h,'?)
zur t-ten Zeile der Vektordarstellung. Ein von Null
verschiedenes Ergebnis erhélt man erst, wenn beide
Faktoren zur gleichen Zeile gehoren; sie diirfen na-
tiirlich aus verschiedenen ,,Familien® j und ;" stam-
men:

U =6, Ui . (36)

Bei den noch nicht untersuchten Grofien My; aus (30)
und a;;. by aus (17) tritt durch den in ihnen ent-
haltenen Magnetfeldoperator M eine Komplikation
auf. Sind R die Symmetrieelemente der zugrunde
(hier der kubischen
Gruppe). so ist der Operator Op. dessen Wirkung
fir alle R auf eine Funktion v (k) durch

Ory (k) =y (R 'k)

definiert wird, nicht mit dem Magnetfeldoperator
vertauschbar. Gehort h; zur i-ten Zeile der Vektor-
darstellung. so gehorte L(h;) ebenso dazu. Dagegen
hat die Wirkung des Operators M zur Folge, daf}
M (h;) keinen Anteil enthalt, der zur i-ten Zeile ge-
hort. Trotz dieser Schwierigkeit ist es moglich, durch
Anwendung geeigneter Decktransformationen das
Verschwinden mancher Koeffizienten bzw. deren zah-
lenmifige Gleichheit mit anderen zu zeigen, denn
wir missen fordern, dal} ein Integral bei Ausfiih-
rung einer orthogonalen Transformation, die wir
als Variablentransformation mit gleichbleibenden
Volumenelementen deuten konnen. invariant ist.

Mit der Definition
ek T 3f,

liegenden Symmetriegruppe

g = Ay (grad; hf" x grady, E) (37)
findet man
Q(H) = [ oo, MAD) ar
—H, f °f£ vy g8 dr (38)

= H,G® = — M$) (H)

11 Benutzt man etwa die der Symmetrie angepafite Entwick-
lung nach homogenen Polynomen (F.C. vox per Lace,
H. A. Berrg, Phys. Rev. 71, 612 [1947]), so hitte man zu
setzen: byV ~ z; b,V ~ y; hy'V ~ 25 P ~ B2
usw.
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M@= _—H,GH= _M{,

M@= H,GCH=_M3. (39)
(Zur Herleitung dieser Ergebnisse verweisen wir auf
Anhang B.) Ferner sind noch die in der Matrix ¢

enthaltenen b; zu untersuchen. Mit der Definition
(37) gilt

3
by = ZHaHﬂ fgia gipdr,

und

(40)
a, =1
oder in der ausfiihrlichen Schreibweise:
— 0 gl ,i=L..
bl = S HeHy [oapac (7 =L o V) o)

a, f=1
Beschriankt man sich auf kubische Symmetrie, so er-
halten die Matrixelemente folgende Form

bjll =a;y H®+ Biy (H? + Hy?),

1’—/11 HH,. (41)

Die tbrigen Matrixelemente erhédlt man durch zyk-
lische Vertauschung der Indizes s und r. Die Grof3en
a, f, y stehen fur

f glll g(J ) dt
ﬂu == fg(lj’)gl’) dr,
vir = [ {9998 + 93980} dr .

Im Anhang B werden die Eigenschaften der a; un-
tersucht, und insbesondere wird gezeigt, daf} sie in
der niedrigsten Naherung verschwinden.

In der niedrigsten Naherung des Verfahrens zur
Berechnung des Leitfahigkeitstensors beschrankt man
sich auf das niedrigste Funktionstripel: In der alten
Schreibweise {h;,hs,h3}, in der neuen Schreib-
weise {h,V, h,", h4V} . Man kann also den oberen
Index weglassen. Der Ubersichtlichkeit wegen seien
die in dieser Ndherung enthaltenen Groflen zusam-

mengestellt:
s f X, by dr;

L— a’° fo o, L(hy) dr;

= | 20y dz;
fSE 1823

(42)

X1=—
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l= [ L(hy) L(hy) dt
(s=1,2,3)
a= [ (gy)%dr; = [ (g12)?dr,
y=[ {81180+ 81282} dr,
ey =l+aH?+p(H* + Hy?),
cro=7yHH,. (43)

Die ubrigen c¢;; erhélt man durch zyklische Vertau-
schung.

II1. Berechnung des Leitfihigkeitstensors
in erster Niaherung

Mit den Ergebnissen des letzten Abschnitts wird
nun die Berechnung der Integrale. die im Ausdruck
(31) fur den Leitfahigkeitstensor enthalten sind,
ganz wesentlich vereinfacht.

Fir die erste Naherung hat man N =3 zu setzen,
denn wie wir sahen, gehort immer ein Tripel von
Funktionen h; zusammen. Wiirde man nur N =1
betrachten, so ware damit eine der unabhingigen
Variablen (k,,k,.k%,) in unphysikalischer Weise
ausgezeichnet.

Wir betrachten also

e

87T3z.

(e VulXuTs +Xqlu}.
1

Ogr = —

(44)

e

Es wurde gezeigt, daB X, =0 fiir [3=r. Ferner
zerfallen Ty und Jg; in Ly — Mg baw. L+ Mg;, von
denen wir wissen, dal Ly; =0 fiir i3 s und M;=0
fir i=s. AuBlerdem ist in dieser Naherung wegen
ay; =0 die inverse Matrix ¢! eine gerade Funktion
des Magnetfeldes: (¢c7!(H))y=(c"*(—=H));.

Damit erhélt man fiir o,

1) 11 Lll ’

011=

e e
= mxn(c
oder nach (43):

oy =X, L% @:;Z):g% ,

wo D die 3-reihige Determinante aus den ¢;; ist.

Die Ausrechnung ergibt unter Verwendung von (43):

57-011=12L+Lla(1122
1

Fiir die Determinante findet man

D=B+P(a+2p) H*+1f(B+a) H*+laf (H*+ Hy* + Hyt) +1(a®+ 2 —
+Hy» He?) +a 2 (H 8+ HyS + Hy®) + f(af+ 2+ a® —y?) [H* (Hy? + Hg?) + Hy* (Hy% + Hg?)
3ay?+2y%) H2H,>H,2

+HAH2+H)] + (3af>+28+a3—

+H?) +LIB(H?+H®) + Loa>Hy> H> + La f(Hy* + Hy* + H2[H,2 + H,?))
+LP(H2H?> + H? Hy?) —y* LHy® Hy?.

(45)

y?) (H? Hy? + H? Hy?
(46)
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Ferner liefert Gl. (44)
D

<

H. GABRIEL UND R.KLEIN

X 0= —LyH Hy[l+ B(H?+ Hy?) + (a—7y) Hy?]

*H3G{lz+ﬁlH2+l[fli(1+ﬂ+7) (H?+Hy?) +aHy?]

+ V@B HA+HY) +apHy+ (2 ft 2
+3 (P +2f -y +af+By) (HPHE +H2Hy?) )

—y+ay) H? Hy?

(47)

095 (H) und o,4(H) erhélt man aus 6y, durch die Ersetzungen:

0y3(H) =0y5(Hy—Hy. Hy— Hy. Hy— H,),

oy3(H) =05 (Hy, Hy— H,, Hy— —H,) ;

055 (H) und o045 (H) gehen aus o,;(H) durch zyklische Vertauschung hervor.
Aus den angegebenen Formeln lassen sich alle galvanomagnetischen Effekte berechnen. Versteht man un-
ter 6(H) den Leitwert in der Stromrichtung. so ist die magnetische Widerstandsidnderung gegeben durch

@ Q9

Liegt der Strom in der [100]-Richtung, so ist 6 (H) = 4(H) /4, (H),

Ao _ o(H)—o, _

GO_O(H)
o(H) °

wobei A(H) die Determinante des

Leitfahigkeitstensors und 4,;(H) die zu o,; gehorige Unterdeterminante bedeuten. Beschriankt man sich
bei der Berechnung dieser Groflen auf vierte Potenzen im Magnetfeld, so wird

o d H+
Ao

(F'—0%) (H2+Hy) +2{[a' f'—0*(a'+2 f)IH>+2 2 (Hy* + Hy?) + [0*(a'+2 ') +a' (¢ + ') 1 H,*} H?

+ [ P H2+HP(F +7) (H2+H»)] He?

0o 1+ [2(@+2f)+OIH+[a246 f2+6a f+28 (@ +2 f)IH +2[(a2+2—y?) (HE HE2+He2 H2+He2 H?)

Dabei ist o' =a/l, B =p/l, y'=y/l und

+d §(Hy '+ Hyb+ Hy)
(48)

6=6G/L.

Hieraus ergibt sich fiir die Winkelabhangigkeit der transversalen magnetischen Widerstandsanderung

(H{=0; ¢ Winkel zwischen H und z-Achse 2 [001]-Richtung)

Ao | ('—9% H*2+2(2 f'+a) (f'—9) H?

0O¢ |trans

T 1+ R@+2B) +O HA [a2+6B2+8a f+2 0 (a+2 ) H +2(a+ 57—

224" ) H*sin® @ cos? ¢
(49)

bzw. bei Drehung des Magnetfeldes in der (010)-Ebene (H,=0; v Winkel zwischen H und [001]-

Richtung)

(@ sin2yp+ (' —06%) cos? ) HE+[{2(3 a’'+4 f)) +2a' (a'+ )} sin>p+2(a" f'—6*(a +2ﬂ +4 (% cos? y

Ao

Q¢ | (long)

Dem Wert v =1/2 entspricht dann der reine Lings-
effekt. Ein in unserer Ndherung magnetfeldabhan-
giger Ausdruck fiir den Hari-Koeffizienten 1afit sich
in dhnlicher Weise berechnen.

Die Formel (49) fiir die transversale Widerstands-
anderung wird mit Messungen von Justi und ScHEF-
FErs 12 an Wolfram verglichen. Bei einem Magnet-
feld von 18,6 kG und 4.2 °K ist 49— 0(H) — 0, in

sehr guter Naherung durch die gemessenen Werte

12 E. Justt u. H. Scuerrers, Phys. Z. 37, 700 [1936] ;
[1937].

38, 891

+02(p +y —a )sm 1 cos* w] H*

T RE@H2A) I [0 46 2480 f 28 (@ +2 f)  Hi+2(a2+ 72—y —2a f) Hi sin® @ cos® @

(50)

von o(H) in Abhingigkeit vom Winkel ¢ zu er-
setzen. Die Anpassung wird so vorgenommen, daf}
man in der Funktion 4o(¢) = (a + b sin® ¢ cos? ¢) 7!
die Konstanten @ und b bestimmt. Diese einfache
Winkelabhingigkeit entspricht recht gut dem beob-
achteten Verlauf des Widerstandes, reicht allerdings
zur Beschreibung der ausgeprigten Minima nicht
aus, die auftreten, wenn die Magnetfeldrichtung mit
den Kristallachsen zusammenfillt. Die Abweichun-
gen bleiben jedoch unterhalb 10% (Abb. 1). An die
Stelle eines vierzihligen Drehdiagramms nach (49)
tritt bei Drehung des Magnetfeldes in der (010)-
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Ebene ein Diagramm zweizahliger Symmetrie, wie
es den Messungen von Justt und ScHEFFERs ent-
spricht. Der verschwindende Langseffekt (y =z1/2)
ist ein Hinweis darauf, daB der Koeffizient o fiir
Wolfram klein gegentiber den anderen Koeffizienten
ist.

10%g (H)

Abb. 1. Widerstandsdiagramm fiir Wolfram bei 4,2 °’K und

18,6 kG. Kreise: MeBpunkte nach Justi und Scuerrers. Aus-

gezogene Kurve berechnet nach Gl. (49), angepalit bei den
Winkeln ¢=15° und 35°.

IV. Diskussion

Die Integrodifferentialgleichung fiir die Vertei-
lungsfunktion der Ladungstriger wurde bei An-
wesenheit eines dulleren Magnetfeldes nach einem
Verfahren von Enskoc naherungsweise gelost. Die
gesuchte Verteilungsfunktion ist dabei nach solchen
Funktionen entwickelt worden, die in bestimmter
Weise mit Hilfe des Operators der vollen BoLTzmaNN-
Gleichung orthogonalisiert wurden. Dies ist eine
Verallgemeinerung eines schon friher bei der
magnetfeldfreien BorLrzmans-Gleichung verwendeten
Verfahrens 13,

Wahrend die Konvergenz der Naherungslosung
im Falle der reinen Integralgleichung von Enskoc
nachgewiesen wurde, konnen wir fiir die Integro-
differentialgleichung keine allgemeinen Aussagen
machen. Da jedoch zur Bestimmung der Transport-
koeffizienten nicht die Losung selbst, sondern nur
Integrale tiber die Losung interessieren, gentigt eine
Konvergenz der Reihe (18) im Quadratmittel. Eine
ndhere Untersuchung dieses Fragenkomplexes ist
nicht Ziel dieser Arbeit.

Zur expliziten Berechnung der Koeffizienten a, f3.
y usw. braucht man einerseits zusatzlich Annahmen

13 R. Kieiw, Z. Naturforschg. 16 a, 116 [1961].
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iber die Form der Energieflichen und ein Modell
fiir die Wechselwirkung der Elektronen mit dem
Gitter, andererseits wird die Giite jeder Naherungs-
l16sung von einer geschickten Wahl der Entwicklungs-
funktion A; abhingen. Ahnlich wie bei Verwendung
des Variationsverfahrens zur Berechnung von Trans-
portgroflen gibt es dazu kein feststehendes Auswahl-
prinzip.

KonLer 7 und Serrz® haben die allgemeine Form
des Widerstands- bzw. Leitfahigkeitstensors bei An-
wesenheit eines Magnetfeldes in einem kubischen
Kristall hergeleitet unter der Annahme. dafl man
sich auf quadratische Glieder in H beschranken
kann. Der von uns berechnete Leitfahigkeitstensor
stellt eine Verallgemeinerung dieser Ergebnisse dar
und reduziert sich bei Vernachldssigung hoherer als
quadratischer Glieder auf die bekannte Form. Die
Bedeutung der von uns eingefithrten Koeffizienten
und ihr Zusammenhang mit den von KoxLeEr und
Senz verwendeten wird in der quadratischen Nahe-
rung besonders durchsichtig. Zunéachst ist die ma-
gnetfeldfreie Leitfahigkeit gegeben durch o, = X, L/I,
wobei alle drei Groflen temperaturabhingig sind.
Fir den Widerstandstensor findet man die Kompo-
nenten
b

911=00{1+ ’7*H12+ (ﬂ 2:) (Hy* + Hy?) } )

Q12="2o { (L; Hy+ (%) HyH,+ };’H1H2 } .
Hierbei sind a, 8, y, G temperaturunabhiangig und
werden durch die Form der Energieflaichen E (k)
bestimmt. Fiir den Havrr-Koeffizienten ergibt sich
bei schwachen Magnetfeldern Ay= —G/L o, und
fir die transversale und longitudinale Widerstands-
dnderung

dof _g- B,

Op |trans

Aot _ o H2 4 (B -8 Hy.
Q¢ | (long)

Eine Vorschrift zur experimentellen Bestimmung der
Zahlen o', §', ¥, 0 hat bereits KonLer 7 angegeben.
Bei isotropen Korpern gilt zwischen den Koeffizien-
ten die Relation y=a—pf. (In der Bezeichnungs-
weise von Serrz® verschwindet das dort verwen-
dete 0.)

Beim Vergleich unseres Ergebnisses (49) mit der
Gl. (5.3) fir die transversale Widerstandsianderung
von Garcia-MoLiner ¢ (bei Beschrinkung auf Glie-
der von hochstens 4. Potenz in H) treten Diskrepan-
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zen auf. In die Formel (49) geht die Winkelabhan-
gigkeit im Unterschied zu Gl. (5.3) der genannten
Arbeit nur im Nenner ein. Alle winkelabhidngigen
Terme sind bei Garcia-MoLiNer mit einem Faktor
(# —v — ©) multipliziert, der bei Einsetzen aller in
der Arbeit angegebenen Abkiirzungen jedoch exakt
verschwindet. In der Néiherung schwacher Magnetfel-
der fehlt dann z. B. in 0,; das zu H,? proportionale
Glied. woraus sich auch das Verschwinden der longi-
tudinalen Widerstandsanderung erklart. Die von
Garcia-MoLiNer angegebene Formel (4.8) reduziert
sich also bei Entwicklung nach steigenden Potenzen
von H bis zu quadratischen Gliedern einschlielich
nicht auf die von Serrz ® bzw. Kourer 7
Form.
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Anhang A

wi") gehore zur i-ten Zeile der »-ten Darstellung
der Symmetriegruppe des Kristalls. Da der die Wech-
selwirkung beschreibende Integralkern ¥ (k.k') eine In-
variante bei gleichzeitiger Anwendung einer Decktrans-
formation R beziiglich k und k' ist, gilt fiir das StoB-
glied:
Op{Lyi®)} =0p [V (kE){yi®) (k) —p:i) (K') } d’
=[V(R 'k, R1E) {y;") (R k) —p;®) (RT1E') } d7’
— [V (kK)(Op i (k) — O i) (K)} dv’
=L{Oryi"},

d. h. der StoBoperator ist mit dem Operator Op ver-
tauschbar. Man weifl damit aber auch, da} die Funk-
tion L ;") ebenfalls zur i-ten Zeile der »-ten Darstel-
lung gehort 14,

Anhang B

Die Struktur der Koeffizienten ay 1t sich am be-
sten erkennen, wenn man in der Definitionsgleichung
(in der ausfiihrlichen Schreibweise)

by == fL(h(” M(h(k) dr+ fL(h(k)) M (hY) dr
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unter Verwendung des Ergebnisses aus Anhang A

L(h)) = q)(’) setzt und den Magnetfeldoperator mit
Hilfe des in Gl. (37) definierten Vektors g*) durch
M (k) = H- g® ausdriickt:

af =H- [yDgPdi+ H- [yF g dr.

Wir behandeln zunichst den einfachsten Fall i=k,
d. h. y{? undg® werden mit Funktionen h{? gebildet,
die fiir s=1, 2, 3 ein zusammengehdriges Funktionen-
tripel der Vektordarstellung bilden.

Speziell fiir 3~l t =2 ist der erste Summand @/ im
Ausdruck fiir alf

tﬂ-{_’ :H1(w(1f)~ gfff) +Hz(?/’(]') 9(_)'_’) (wﬁ')7 9o3 )

Durch eine Drehung des Koordinatensystems mit 77 um
die z-Achse gehen die zu H; und H, gehorigen Inte-
grale in ihr Negame: tiber, miissen also verschwinden.
Dies gilt auch fir die entsprechenden Glieder in @i -

Vom verbleibenden dritten Inlegral (W, g8y zeigt
man sofort, da} es z. B. bei einer Drehung mit dem

Winkel —7‘/2 um die z-Achse in — (p{, g{) iiber-
geht. Folglich ist
aly =Hy L (y",9%) + (. 913)) =0

fiir alle i, ein Resultat, welches fiir alle méglichen Kom-
binationen von s und ¢ gilt, solange i=Fk ist. Fiir s=¢
verschwinden die beiden Anteile zu a!! identisch.

Sobald jedoch i = k wird, kann man auf dem glei-
chen Wege wie eben nur noch

a* =0

beweisen. Gehoren nimlich die Funktionen 2" und h{®
zu verschiedenen Zeilen und verschiedenen Funktionen-
tripeln, so kann es nicht gelingen, durch Wahl einer
geeigneten Symmetrieoperation aus einer zu einer be-
stimmten Zeile gehorigen Funktion h“’ ein zu einer
anderen Funktionenfamilie gehériges h{®) zu erzeugen.
Damit ist es im allgemeinen unmoglich, durch eine ge-
eignet gewdhlte Decktransformation zu zeigen, daf}
dle beiden Integrale @if 4-ak’ sich gerade kompensie-
ren, wie dies fur den Fall i=Fk gerade angegeben
wurde. Selbstverstdndlich kann man durch gruppen-
theoretische Uberlegungen die Zahl der voneinander
verschiedenen Koeffizienten a!¥ ermitteln. Da wir bei
den Anwendungen nur die erste Ndherung (i=k=1)
betrachten, kénnen wir auf eine nihere Untersuchung
gemischter GroBen aiF (i # k) verzichten.

Auf dem in diesem Anhang skizzierten Wege erhilt
man auch die in (38), (39) und (41) angegebenen
Beziehungen fiir M) und bk,

14 E. Wiener, Gruppentheorie, Vieweg, Braunschweig 1931, S. 125.



